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Examen ING1-AGRO EILCO - Analyse Numérique

Janvier 2025

Nom :

Prénom :

Total : 32 points
Durée : 2h

Instructions générales : Pas de calculatrice autorisée, aucun matériel autorisé

L’examen comprend 2 parties (Chacune de ces parties reprenant différentes sous-questions). Vous
étes libres de rédiger vos réponses sur des pages supplémentaires en veillant toutefois & bien

indiquer le numéro de chaque question. Une fois I’examen terminé, assurez vous de bien

écrire votre nom (de fagon lisible) sur chacune des pages. Répondez & un maximum de questions,
en commengant par les questions qui vous semblent les plus abordables.

Partie 1 (Interpolation et quadrature — 19pts)
1. [5pts] Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses

Vrai /@/ Etant donné n points distincts x1, 2, ..., 2T, il existe un unique polynéme pn de degré n
. satisfaisant les contraintes p,(z;) = y; pour tout i € {1,...,n}
%@i-t/ Fauz La régle du point médian est exacte pour tous les polyndmes de degré 1
Vrai /('\F/'ayl@__ ) Etant donné un intervalle [a,b], la régle de Newton-Cotes ouverte d’ordre n est définie
sur les points d’abscisses xg + ih, pour i =0,...,n ot zg=a et h=(b—a)/(n+2)

Vrai /{aua: ) Soit les abscisses zj = j, j = 0,1,2. Soit pro1y =2z + 1 et p1 2y =z +2 les polynémes
- d’interpolation auz points x = 0,1 et z = 1,2 respectivement. Si pyo,1,2)(x) est le polynéme
d’interpolation de degré 2 auz points {0,1,2}, on a p{o,1,2)(1) = 5/2

(Vmiﬁ"/ Fouz Le polynéme de Chebyshev d’ordre 2 est donné par Tp(z) = 22° — 1

1
7 1
Q/mi / Fauz L’approzimation de In(2) = / % dx par la régle du trapéze (mon composite)
— 0 €T

= donne 0.75
Vrai /(Faum:; L’algorithme de Neville utilisé pour V'interpolation requiert des points équidistants

;‘\sz_;/ Fauz Le degré de précision de la formule de quadrature f(z) dz = f(—T) + f(—3—) est
— -1

au moins égal & deuz.

2. [6pts] On considére la fonction

f : { [0,7T]—>R (1)

z +— sin(z)

/ (a) Calculer le polynéme d’interpolation pa(x) de f(z) auzx points d’abscisses 0,m/2,.
/. (b) (Question de Cours) Enoncer le théoréme permettant de borner l'erreur d’interpolation dans le
‘L cas général sur n+ 1 points équidistants.



t (jours) | h (cm)
1 2
3 6
4 12
6 .24

TABLEAU 1 — Données a utiliser pour la question 1.4.

(c) Montrer que pour tout x € [0, 7], si p2(z) est le polynéme obtenu & la question 1.2a, on a

) f
7L

|z(z — m/2)(z — )|

£(2) ~ pa@)] < maxx : @
y : (d) En déduire que pout tout x € [0, 7]
3
/(@) — po(a)| < T 3)

3. [4pts| Quadrature.

(a) (Question de Cours) Dans le cadre des formules de quadrature de Newton-Cotes, énoncer le lien
entre ordre de la formule et degré de précision

v 4

2 (b) Soit la formule de quadrature

/_ () dt o f(=1) + waf(0) + waf (1) (4)

Sans les résoudre, donner les équations que doivent satisfaire les poids wo, w1 et wa afin que la formule
soit exacte pour tout polynéme de degré 2.

4. [4pts] Un chercheur étudiant la croissance d’une espéce de plante rare a rassemblé des données sur la
croissance de la plante au cours du temps dans le tableau 1.

(a) Construire la table des différences divisées de Newton pour les données du tableau 1 en veillant bien
a détailler chaque étape.

1_ (b) Utiliser la table des différences divisées pour construire le polyndme d’interpolation de Newton.

(c) Finalement, en utilisant le polynéme obtenu au point précédent, estimer la taille de la plante aprés 5
jours.



Partie 2 (Transformée de Laplace et transformée de Fourier — 13pts)

1. [5pts] Indiquer si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses

52+ a®
Vrai /KFaux ) Une fonction f(t) est d’ordre exponentiel o si il existe des constantes M, o et tg > 0
- telles que |f(t)| > Me®* pour tout't > to.
\YC‘_‘,Z/ Fauz Pour tout o, 8 > 0, Les fonctions asin(t) + [ cos(t) et asin(2t) + B cos(3t)
sont orthogonales sur [0, 27]

Vrai /@ ) La série de Fourier de la fonction f(z) définie sur [—1,1] par f(z) =

Q;mz'i/ Fouz La transformée de Laplace de f(t) = sin(at) est donnée par L{f(t)} =

et périodique de période 2 est donnée par

oo
1/2+ Z 2 cos (2nmz/2) + (—1)"sin (2nwz/2)
=
Vrai /\Eczu/z Pour toute transformée de Laplace F(s) il existe un unique inverse f(t)
tel que L{f(t)} = F(s).
’sz / Fauz La fonction f(z) = cos(2rz) + 4sin(3nz) est périodique de période 2
Vrai /\Fauz‘ Soit F(s) la transformée de Laplace de f(t). alors F(s — a) est la transformée
de Laplace de la fonction f(t)e®=9).

Q/If‘i/ Fauz Si une fonction est paire, sa série de Fourier ne contient que des cosinus

2. [4pts] On considére la fonction périodique f(z) représentée a la figure 1 et définie sur sa période par

0 si—-2<z<-1
fle)=<¢ 1 si—-1l<z<1 (5)
0 sil<z<2

4 (a) Donner la période de f(z).
7 (b) Calculer les coefficients de Fourier et donner la série de Fourier de f(z)

3. [4pts] Orthogonalité
/s (a) (Question de cours) Rappeler la définition de l'orthogonalité sur un intervalle [a,b] pour deuz
e fonctions f(z) et g(z).
" (b) La notion d’orthogonalité peut étre étendue a l’aide d’une fonction poids w(z). On dit que deuz
- fonctions réelles f(z) et g(z) sont orthogonales sur l'intervalle [a,b] par rapport & la fonction poids
w(z) si

b
/ f(@)g(@)w(z) dz =0 (6)

Montrer que les fonctions f(z) = z et g(x) = 22 — 1/3 sont orthogonales sur [—1,1] par rapport & la
fonction poids w(z) =1 — z2.
/" (¢) En déduire deux fonctions f(x) et §(z) qui sont orthogonales (au sens usuel ou pour w(z) = 1) sur
) [-1,1].
/ ¢ (d) Finalement, montrer que pour tout a > 0, pour toute fonction paire f(z) et toute fonction impaire
to g(z), f et g sont orthogonales sur [—a,al
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